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Ïèìåíîâ Ðåâîëüò Ðåâîëüòîâè÷

Â  ÌÈÐÅ  ÏÎËÎÌÀÍÍÛÕ  ËÈÍÅÅÊ

Ñ ÿíâàðÿ ýòîãî ãîäà ÿ âåäó åæåíåäåëü-
íûé êðóæîê «Ýñòåòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ» â
ëèöåå «Ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà». Èíèöè-
àòîð êðóæêà � Âàëåðèé Èäåëüåâè÷ Ðûæèê,
ðàíåå ïîçíàêîìèâøèéñÿ ñ ìîèìè ðàáîòàìè
î ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè è åå êàðòèíàìè

Ìàòåðèàë, ñâÿçàííûé ñ ãåîìåòðèåé îê-
ðóæíîñòè (ñèììåòðèé îêðóæíîñòè è èíâåð-
ñèè) âàæåí è ïîëåçåí äëÿ øêîëüíèêîâ. Ïðè-
÷èí òàê ìíîãî, ÷òî èõ òðóäíî ïåðå÷èñëèòü:
ýòî ôîðìèðóåò ìàòåìàòè÷åñêîå ìûøëåíèå,
ïîçâîëÿåò îñâàèâàòü àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ
íà êîíêðåòíûõ è êðàñèâûõ ïðèìåðàõ, âíîñèò
èãðîâîé ýëåìåíò â çàíÿòèÿ, ââîäèò øêîëü-
íèêîâ â êðóã èäåé è ìåòîäîâ òåîðèè ãðóïï,
îñîâðåìåíèâàåò ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè.
Ñàìîå ãëàâíîå � òåìà áóäåò èíòåðåñíà è
øêîëüíèêàì, è ó÷èòåëÿì è ìîæåò áûòü
«ñêâîçíîé», íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ëåò
ðàçâèâàÿ íàâûêè è óìåíèÿ äåòåé â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ èõ âîçðàñòîì. Íåêîòîðûå óðîêè
ìîæíî ïðîâîäèòü ñîâìåñòíî ñ ó÷èòåëÿìè
ðèñîâàíèÿ.

Ìíîþ ðàçðàáîòàíû êîìïüþòåðíûå ñðåä-
ñòâà, ïîçâîëÿþùèå îáó÷àòü ýëåìåíòàì ãåî-
ìåòðèè îêðóæíîñòè äàæå â ìëàäøèõ êëàñ-
ñàõ. Â êðóæêå óñïåøíî çàíèìàþòñÿ øêîëü-
íèêè 8�9 êëàññîâ. Â.È.Ðûæèê àêòèâíî ó÷à-
ñòâîâàë â çàíÿòèÿõ, ÷òî îáëåã÷àëî óñâîåíèå
ó÷åíèêàìè ìàòåðèàëà, à ÿ ñ áëàãîäàðíîñòüþ
ïîëüçîâàëñÿ åãî ìåòîäè÷åñêèìè ñîâåòàìè.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ÿ ñòàâèë ñâÿçàííûå
ìåæäó ñîáîé çàäà÷è:

1. Èçëîæèòü ýëåìåíòû òåîðèè ãðóïï äâè-
æåíèé ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ. Ïîêàçàòü, êàê ñ ïî-

ìîùüþ ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî óçíàâàòü íîâûå,
ãåîìåòðè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûå òåîðåìû è
ñîçäàâàòü êðàñèâûå êàðòèíû.

2. Ïîçíàêîìèòü øêîëüíèêîâ ñ ðÿäîì òå-
îðåì ïðî îêðóæíîñòè.

3. Ðàññêàçàòü ðåøåíèå çàäà÷è Àïîëëî-
íèÿ î íàõîæäåíèè îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ
òðåõ äàííûõ, îñíîâàííîå íà ñèììåòðè÷íûõ
è ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îêðóæíîñòÿõ.

4. Ïîäãîòîâèòü øêîëüíèêîâ ê åäèíîîá-
ðàçíîìó ìîäåëèðîâàíèþ åâêëèäîâîé è íååâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèé.

Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷, êðîìå ìàòåðèà-
ëîâ ïî ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè, èçëîæåííûõ
íà ñàéòå http://revolt33.narod.ru/matem/
Bereg_site/index.html, ìíå ïîìîãàþò àâòîð-
ñêèå ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà è êîìïüþòåð-
íûé äèçàéí:

1. Ïðîãðàììà DodecaLook, äåìîíñòðè-
ðóåò êðàñîòó ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè. Èìåí-
íî èç-çà òîãî, ÷òî ãåîìåòðèÿ îêðóæíîñòè
ïðÿìî ñâÿçàíà ñ çàêîíàìè ýñòåòèêè, ÿ è íà-
çûâàþ êóðñ: «Ýñòåòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ».
Ïðîãðàììà ïîêàçûâàåò äâèæåíèå ãàðìîíè-
÷åñêèõ ðàçíîöâåòíûõ ôîðì. Î ïðîãðàììå
áûëà ñòàòüÿ â æóðíàëå «Êîìïüþòåðíûå èí-
ñòðóìåíòû â îáðàçîâàíèè», ¹ 5 çà 2006 ãîä.
Ïðîãðàììó ìîæíî ñêà÷àòü â èíòåðíåòå ïî
ññûëêå http://revolt33.narod.ru/texts/demo.rar
Ïðîãðàììà èñïîëüçîâàëàñü â õîäå çàíÿòèé,
÷òîáû óâëå÷ü øêîëüíèêîâ.

2. Ñåðèÿ DodecaTeach ó÷åáíûõ èíòåðàê-
òèâíûõ flash-ïðîãðàìì ïî ãåîìåòðèè îêðóæ-
íîñòè. Ïðîãðàììû äîñòóïíû ó÷àùèìñÿ ñà-
ìîãî ðàçíîãî óðîâíÿ è çíàêîìÿò ñ âàæíåé-
øèìè ïîíÿòèÿìè (ñèììåòðèÿ îêðóæíîñòåé,
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ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îêðóæíîñòåé, òåîðåìà
î òðåõ îêðóæíîñòÿõ, ôðàêòàëû) ýñòåòè÷åñ-
êîé ãåîìåòðèè. Ïðîãðàììû ìîæíî ñêà÷àòü
ïî ññûëêå http://revolt33.narod.ru/teach/
komet.html.

3. DDU-ìàêðîñû, ïîçâîëÿþùèå â
CorelDraw ðèñîâàòü îêðóæíîñòü ïî òðåì
òî÷êàì, íàõîäèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæ-
íîñòåé, èíâåðòèðîâàòü îòíîñèòåëüíî äàííîé
îêðóæíîñòè, îñóùåñòâëÿòü êîìïîçèöèþ ñèì-
ìåòðèé îòíîñèòåëüíî 2, 3 èëè 4 îêðóæíîñ-
òåé, ðèñîâàòü îêðóæíîñòè ïîä çàäàííûì óã-
ëîì. Ïðè ýòîì ñîçäàþòñÿ èçûñêàííûå êàð-
òèíû.

4. Îáøèðíàÿ DDU-áèáëèîòåêà êîìïüþ-
òåðíîé ãðàôèêè.

ÊÐÀÒÊÎÅ  ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ  ÇÀÍßÒÈÉ

1. Ââîäíûé óðîê. Öåëü óðîêà � óâëå÷ü
ó÷àùèõñÿ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ îêðóæíîñòåé.
Ðàññêàçûâàëîñü î ñâîéñòâàõ îêðóæíîñòåé è
ñôåð, âàæíûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêîãî
ìèðà, î ïðîÿâëåíèè îêðóæíîñòè è ñôåð â ïðè-
ðîäå, â àðõèòåêòóðå, äèçàéíå è òåõíèêå. Çà-
ïóñêàëàñü ïðîãðàììà DodecaLook. Îáúÿñ-
íÿëîñü, ÷òî çàêîíû, óïðàâëÿþùèå âîçíèêà-
þùèìè îáðàçàìè, ñëåäóþò èç ãåîìåòðèè
îêðóæíîñòè.

Çàòåì óêàçûâàëîñü, ÷òî ïðÿìóþ è òî÷-
êó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðàéíèå, èñ-
êëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè îêðóæíîñòè: òî÷êà
ýòî îêðóæíîñòü î÷åíü ìàëîãî ðàäèóñà, ïðÿ-
ìàÿ � îêðóæíîñòü î÷åíü áîëüøîãî ðàäèóñà.
Ïîýòîìó, îêðóæíîñòü � íå-
÷òî ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó
òî÷êîé è ïðÿìîé.

Äàëåå áûëî îáúÿâëåíî,
÷òî â ýñòåòè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè ìû ïîïàäàåì â ìèð, ãäå
ïîëîìàíû ëèíåéêè, ïîýòîìó
ìû íå óìååì áîëüøå ïðîâî-
äèòü ïðÿìóþ ÷åðåç äâå òî÷-
êè. Íî êàêèì-òî ÷óäåñíûì
îáðàçîì ìû óìååì ïðîâî-
äèòü îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè
òî÷êè (èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò ïðè ðàáîòå ñ
ddu-ìàêðîñàìè â Coreldraw).
Óêàçûâàëîñü, ÷òî â ìèðå îê-

ðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ. Äàëåå
ðàññêàçûâàëîñü î ñåðåäèííîé îêðóæíîñòè,
îñóùåñòâëÿþùåé ñèììåòðèþ (èíâåðñèþ)
ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ïåðåñåêàþùèìèñÿ
îêðóæíîñòÿìè. Ýòî äåëàåòñÿ ÷åðåç ðàññìîò-
ðåíèå ñåìåéñòâà îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ
äâóõ äàííûõ. Òåîðåìà âûçâàëà èíòåðåñ ó÷à-
ùèõñÿ. Ôîðìóëèðîâàëàñü çàäà÷à Àïîëëîíèÿ.

2. Âòîðîé óðîê. Â íà÷àëå óðîêà ñ ïî-
ìîùüþ èíòåðàêòèâíîé flash-ïðîãðàììû
lesson1 äàâàëîñü íàãëÿäíîå ïðåñòàâëåíèå î
ñèììåòðèè ìåæäó îêðóæíîñòÿìè èëè èíâåð-
ñèè. Äåìîíñòðèðîâàëèñü ñâîéñòâà èíâåð-
ñèè, çàòåì äàâàëîñü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå
èíâåðñèè (÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåò-
ñòâåííûõ äëèí è ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêîå ïî-
ñòðîåíèå êàñàòåëüíûõ è ñåêóùèõ). Ïðè
ýòîì ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà � îêðóæ-
íîñòè ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäÿò â îêðóæíîñ-
òè èëè ïðÿìûå � íå äîêàçûâàëèñü. Îáðà-
ùàëîñü âíèìàíèå, ÷òî ïðÿìûå ñåé÷àñ è â
äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé îêðóæíîñòåé. Óêàçûâàåòñÿ,
÷òî îêðóæíîñòü ìîæåò ðàçäåëÿòü ïàðó òî-
÷åê èëè îêðóæíîñòåé, è ýòî ñâîéñòâî ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.

Ââîäèòñÿ âàæíàÿ ôîðìà çàïèñè Ñ = À(Â),
îçíà÷àþùàÿ, ÷òî Ñ åñòü îáðàç îêðóæíîñòè
Â ïðè ñèììåòðèè (èíâåðñèè) îòíîñèòåëüíî
À èëè, ÷òî Â è Ñ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî À. Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòó çàïèñü ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü è ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèé îòíî-
ñèòåëüíî ïðÿìûõ. Òîãäà À, Â, Ñ � áóäóò îáî-
çíà÷àòü ïðÿìûå. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî
À(À(Õ)) = Õ � äâàæäû ïðèìåíåííàÿ ñèììåò-

ðèÿ âîçâðàùàåò âñå îáúåêòû â èñ-
õîäíîå ñîñòîÿíèå. Îáðàùàëîñü
òàêæå âíèìàíèå ó÷àùèõñÿ, ÷òî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðèè ìåæäó îê-
ðóæíîñòÿìè ìû èñïîëüçîâàëè ýëå-
ìåíòû ãåîìåòðèè Åâêëèäà: ïðÿìûå
è ðàññòîÿíèÿ, íî â äàëüíåéøåì ìû
îïðåäåëèì ñèììåòðèþ ìåæäó îê-
ðóæíîñòÿìè, òîëüêî ïðîâîäÿ îê-
ðóæíîñòè, íå ïîëüçóÿñü ëèíåéêàìè
è äàæå íå ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì öåí-
òðà îêðóæíîñòè. Â õîäå äàëüíåé-
øèõ íåñêîëüêèõ çàíÿòèé îáû÷íî
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìû êàêèì-òî
îáðàçîì óìååì èíâåðòèðîâàòü òî÷-

...â ýñòåòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè
ìû ïîïàäàåì â ìèð,
ãäå ïîëîìàíû ëèíåéêè...
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êó è îêðóæíîñòü îòíîñèòåëüíî îê-
ðóæíîñòè, ïðîâîäèòü îêðóæíîñòü
÷åðåç òðè òî÷êè � à áîëüøå íè÷åãî
äåëàòü ñ îêðóæíîñòÿìè íå ìîæåì.

3. Òðåòèé óðîê. Ââîäèëîñü
ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ èëè îðòîãîíàëüíûõ îê-
ðóæíîñòåé. Èñïîëüçîâàëàñü flash-
ïðîãðàììà lesson2. Îêðóæíîñòè À
è Â íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè,
åñëè À(Â) = Â è Â(À) = À. Ïðè ýòîì
îñîáî óêàçûâàëîñü, ÷òî ïðè ñèì-
ìåòðèè îòíîñèòåëüíî À îêðóæíîñòü
Â îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé (êàê ïðÿ-
ìàÿ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé ïðè ñèì-
ìåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé åé ïðÿìîé), íî îòäåëüíûå
òî÷êè íà Â íå îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè. Ðàñ-
ñìàòðèâàëîñü îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ îêðóæíîñòåé: åñëè ïàðà òî÷åê ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè,
òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó
ïàðó òî÷åê, � ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé îêðóæ-
íîñòè. Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî, äîêà-
çûâàëàñü ïåðâàÿ òåîðåìà ýñòåòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè � î äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ïàðàõ òî÷åê:
Åñëè äàíà îêðóæíîñòü À, òî äëÿ ëþáûõ òî-
÷åê Õ, Y ÷åòûðå òî÷êè Õ, Y, A(X), A(Y) � âñå-
ãäà ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Òåïåðü, êîãäà ó÷àùèåñÿ îñâîèëèñü ñ èí-
âåðñèåé, äîêàçûâàëàñü òåîðåìà î ñåðåäèí-
íîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 1), ðàññêàçàííàÿ íà ïåð-
âîì óðîêå. Ðàññìàòðèâàëàñü èíâåðñèÿ ñ öåí-
òðîì â îäíîé èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ
îêðóæíîñòåé. Äàííûå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò

â ïðÿìûå ïðè òàêîé èíâåðñèè,
è òåîðåìà ñòàíîâèòñÿ òðèâè-
àëüíîé, ïðåêðàñíî âîñïðèíè-
ìàåìîé ó÷àùèìèñÿ. Âàæíî,
÷òî òàêèì îáðàçîì äåìîíñò-
ðèðóåòñÿ ïëîäîòâîðíîñòü ââî-
äèìûõ ïîíÿòèé, à ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ó÷àùèåñÿ ïðîÿâëÿ-
ëè áîëüøóþ è ðàçóìíóþ àê-
òèâíîñòü.

Â êîíöå óðîêà áûë ïîñòàâ-
ëåí âîïðîñ î ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ñèììåòðèÿõ îòíîñèòåëü-
íî ïàðû ïðÿìûõ À è Â. Ó÷à-
ùèìñÿ ïðåäëàãàëîñü ðàçîá-
ðàòüñÿ, ÷åì áóäåò À(Â(Õ)),
åñëè À è Â ïåðïåíäèêóëÿðíû,

ïàðàëëåëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ ïîä çàäàííûì
óãëîì. Òàêæå ðàññìàòðèâàëîñü ïîñëåäîâà-
òåëüíîå ïðèìåíåíèå öåíòðàëüíûõ ñèììåò-
ðèé (îòíîñèòåëüíî òî÷åê À è Â), êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
íà óäâîåííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó À è Â. ×àñòü
ýòèõ âîïðîñîâ ðàçáèðàëàñü â êëàññå, ÷àñòü
ïðåäëàãàëàñü äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

4. ×åòâåðòûé óðîê. Öåëü óðîêà: óïðî-
ñòèòü îñîçíàíèå èäåé òåîðèè ãðóïï ñ ïîìî-
ùüþ íàãëÿäíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìåðîâ.
Òåìà óðîêà: êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòü â ãåîìåòðèè ïðÿìûõ è îê-
ðóæíîñòåé. Ñâÿçü îðòîãîíàëüíûõ è êàñàòåëü-
íûõ îêðóæíîñòåé.

Â íà÷àëå çàíÿòèé çàêðåïëÿåòñÿ, ÷òî
êîìïîçèöèÿ öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé îòíîñè-
òåëüíî äâóõ òî÷åê � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ,

...ïðÿìûå ìû...
ðàññìàòðèâàåì
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
îêðóæíîñòåé...

Ðèñ. 1

A

B

I Âñå  îêðóæíîñòè-�ëåïåñòêè� êàñàþòñÿ äâóõ îêðóæ-
íîñòåé À è Â. Òî÷êè êàñàíèÿ �ëåïåñòêîâ� ñàìè îáÿçà-
òåëüíî ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè  I, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîé À è Â ñèììåòðè÷íû. I(A) = B. Ïðè ýòîé ñèììåò-
ðèè òî÷êè êàñàíèÿ ëåïåñòêîâ îñòàþòñÿ íåïîäâèæíû.

I íàçûâàåòñÿ ñåðåäèííîé îêðóæíîñòüþ äëÿ À è Â,
èëè áèññåêòðèñîé ìåæäó À è Â. Êàæäàÿ îêðóæíîñòü-
�ëåïåñòîê� ïåðïåíäèêóëÿðíà  I.

Ëåïåñòêè íå ðàçäåëÿþò À è Â.
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êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ
ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ � ïîâîðîò, êîìïî-
çèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.
Ââîäèòñÿ îáùåå ïîíÿòèå êîìïîçèöèè ïðå-
îáðàçîâàíèé, êîìïîçèöèè ôóíêöèé (ïîñëå-
äíåå � íà ïðèìåðàõ, èçâåñòíûõ èç êóðñà àë-
ãåáðû ôóíêöèé). Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå: äëÿ
êîìïîçèöèè À ⋅ Â = h îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî Õ: À(Â(Õ) = h(X), ãäå À è Â � êàêèå-òî
ôóíêöèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òîæäåñòâåííî-
ãî äâèæåíèÿ, è îáîçíà÷åíèå äëÿ íåãî «e».
Äëÿ ëþáîãî X: e(X)=X. Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñëè À è Â � îðòîãîíàëüíûå ïðÿìûå, òî
À(Â(Õ)) = Â(À(Õ)), èëè À(Â(À(Â(Õ)) = Õ, èëè,
â íîâîé ôîðìå çàïèñè, À ⋅ Â = Â⋅ À (êîììó-
òàòèâíîñòü) è ÷òî ýòà êîìïîçèöèÿ åñòü öåí-
òðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ À è Â. Óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîá-
íîå ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè êîìïîçèöèè
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé èëè ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ ïðÿìûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Âàæíî íå äåëàòü òÿæåëîé ýòó ÷àñòü
óðîêà, íå ââîäèòü íîâûå òåðìèíû áåç íåîá-
õîäèìîñòè. Ïðè ðàññêàçå äåìîíñòðèðóþòñÿ
îáðàçû èç DDU-áèáëèîòåêè ãåîìåòðèè îê-
ðóæíîñòè, ñîçäàííûå ñ ïîìîùüþ êîìïîçè-
öèè ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü
ýòèõ îáðàçîâ ìîòèâèðóåò èíòåðåñ ê ïîíÿòèþ
êîìïîçèöèè.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè óðîêà èñïîëüçîâà-
ëàñü flash-ïðîãðàììà Lesson2 î ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ îêðóæíîñòÿõ. Ïîêàçûâàëîñü, êàê
ïðîâåñòè îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äâå
äàííûå òî÷êè è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé
îêðóæíîñòè, îáðàùàëîñü âíèìàíèå íà ñõîä-
ñòâî ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ñ îïóñêàíèåì ïåðïåí-
äèêóëÿðà èç òî÷êè íà ïðÿìóþ. Ðàçáèðàëñÿ
ñëó÷àé, êîãäà îáå äàííûå òî÷êè ëåæàò íà
äàííîé îêðóæíîñòè, è äîêàçûâàëîñü, ÷òî åñëè
òðè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå è îäíà èç íèõ ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì äðó-
ãèì, òî äâå îðòîãîíàëüíûå åé îêðóæíîñòè
êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

5. Ïÿòûé óðîê. Ðàññêàçûâàëîñü ðåøå-
íèå çàäà÷è Àïîëëîíèÿ, íîâûé ñïîñîá ïîñò-
ðîåíèÿ ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñ-
òè, ââîäèëîñü îáùåå ïîíÿòèå èíâîëþòèâíûõ
îòîáðàæåíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü,
âïèñàííóþ â òðåóãîëüíèê, íàäî ïðîâåñòè äâå
áèññåêòðèñû, íàéòè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ,
îïóñòèòü èç íåå ïåðïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà, è ÷åðåç îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðîâ ïðîâåñòè îêðóæíîñòü � îíà è
áóäåò èñêîìîé. Ðåøåíèå çàäà÷è Àïîëëîíèÿ
ïðîâîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Ðîëü
áèññåêòðèñû ìåæäó îêðóæíîñòÿìè èãðàåò
ñåðåäèííàÿ îêðóæíîñòü (îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðîé îíè ñèììåòðè÷íû). Äëÿ óäîáñòâà ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè èñõîäíûå
îêðóæíîñòè À, Â, Ñ ïåðåñåêàþòñÿ è îäíà
îêðóæíîñòü ðàçäåëÿåò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
äâóõ äðóãèõ. Â ýòîì ñëó÷àå òðè îêðóæíîñòè
ðàçäåëÿþò âñþ ïëîñêîñòü íà 8 îáëàñòåé
(îäíà èç íèõ íåîãðàíè÷åííà), â êàæäîé îáëà-
ñòè ìîæíî ïîñòðîèòü èñêîìóþ îêðóæíîñòü.
Âûáåðåì îáëàñòü, ëåæàùóþ âíóòðè âñåõ
òðåõ îêðóæíîñòåé. Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó
(ñåðåäèííóþ îêðóæíîñòü) ìåæäó À è Â, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç âûáðàííóþ îáëàñòü, çàòåì
áèññåêòðèñó ìåæäó Â è Ñ, òàêæå ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç âûáðàííóþ îáëàñòü. Èõ ïåðåñå-
÷åíèå � äâå òî÷êè.

Â òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñû ïåðåñåêà-
þòñÿ â îäíîé òî÷êå, èç êîòîðîé ñëåäóåò îïóñ-
êàòü ïåðïåíäèêóëÿðû. Â òðåõîêðóæíèêå áèñ-
ñåêòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ. ïðî-
âåäåì ÷åðåç ýòó ïàðó òî÷åê îêðóæíîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ À (èíà÷å ãîâîðÿ, îïóñòèì èç
ïàðû òî÷åê ïåðïåíäèêóëÿð íà îêðóæíîñòü À,
ñòîðîíó òðåõîêðóæíèêà). Íà ïðåäûäóùåì
çàíÿòèè ðàññêàçûâàëîñü, êàê ýòî äåëàåòñÿ.
Ýòà ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê À îêðóæíîñòü ïå-
ðåñåêàåò À â äâóõ òî÷êàõ. Âîçüìåì èç íèõ
òó, êîòîðàÿ ëåæèò íà ãðàíèöå âûáðàííîé ðà-
íåå îáëàñòè. Çàòåì ïðîâåäåì èç ïàðû òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ïåðïåíäèêóëÿð íà Â,
âòîðóþ ñòîðîíó òðåõîêðóæíèêà, è èç ïàðû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ñ Â âû-
áåðåì òó, êîòîðàÿ ëåæèò íà ãðàíèöå íóæíîé
íàì îáëàñòè. Íàêîíåö, îïóñòèì ïåðïåíäèêó-
ëÿð íà Ñ è ïîëó÷èì òðåòüþ íóæíóþ òî÷êó.
×åðåç òðè ïîëó÷åííûå òî÷êè ïðîâåäåì îê-
ðóæíîñòü. Îíà è áóäåò èñêîìîé!

Ó÷åíèêè âîñïðèíÿëè ýòî ïîñòðîåíèå íå-
ñêîëüêî îøåëîìëåííî. Íî õîðîøî ïîíÿëè åãî
àíàëîãèþ ñ ïîñòðîåíèåì îêðóæíîñòè, âïè-
ñàííîé â òðåóãîëüíèê, è ñïðîñèëè î äîêàçà-
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òåëüñòâå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èì äàíî íà
ñëåäóþùèõ çàíÿòèÿõ.

Äàëåå ñòàâèòñÿ âîïðîñ: ìû íàó÷èëèñü
ïðîâîäèòü îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå äàí-
íîé îêðóæíîñòè À, ñòðîÿ òî÷êè, ñèììåòðè÷-
íûå îòíîñèòåëüíî äàííîé îêðóæíîñòè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìû óìååì ïðîâîäèòü îêðóæ-
íîñòè, îðòîãîíàëüíûå À, íî íå óìååì îñó-
ùåñòâëÿòü èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî À. Êàê ïî
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Õ íàéòè À(Õ). Ó÷àùèå-
ñÿ ìîìåíòàëüíî îòâåòèëè: ïðîâåñòè ÷åðåç Õ
äâå îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå À. Âòîðàÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ è áóäåò èñêîìîé À(Õ).
Ïîñëåäîâàë íîâûé âîïðîñ: à åñëè ìû è îð-
òîãîíàëüíûå îêðóæíîñòè ïðîâîäèòü íå óìå-
åì, êàê ïîñòðîèòü À(Õ)? ×òî íóæíî çíàòü äëÿ
ýòîãî? Äîñòàòî÷íî çíàòü äâå ïàðû òî÷åê,
ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî À. Ïóñòü äàíû
òî÷êè Ñ è À(Ñ), òîãäà îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç Õ, Ñ è À(Ñ), îðòîãîíàëüíà À (ïî
îñíîâíîìó ñâîéñòâó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îê-
ðóæíîñòåé), ñëåäîâàòåëüíî, À(Õ) ëåæèò íà
ïðîâåäåííîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü ìû çíàåì
åùå îäíó ïàðó òî÷åê Â è À(Â), ñíîâà ïðîâå-
äåì îêðóæíîñòü ÷åðåç Õ è ýòó íîâóþ ïàðó
òî÷åê, À(Õ) äîëæíî ëåæàòü è íà ýòîé îêðóæ-
íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, À(Õ) � âòîðàÿ òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðîâåäåííûõ îêðóæíîñòåé,
è ïî äâóì ïàðàì ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü îáðàç ëþáîé òî÷êè ïðè èí-
âåðñèè. Ó÷èòåëü îáðàùàë âíèìàíèå, ÷òî íè-
êàêîãî ïîäîáíîãî ïðîñòîãî ñïîñîáà ñòðîèòü
îáðàç òî÷êè ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé � íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáó-

åòñÿ èçìåðÿòü äëèíû èëè ïðîâîäèòü ïðÿìûå
óãëû, à â ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè äîñòàòî÷íî
ëèøü ïðîâåñòè äâå îêðóæíîñòè.

Â çàâåðøåíèå óðîêà äàâàëîñü îïðåäåëå-
íèå èíâîëþòèâíûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ  f
íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíîé, åñëè f (f (x)) = x,
â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ  f ⋅ f = e  (òîæäåñòâåí-
íîå äâèæåíèå). Âñå ñèììåòðèè, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, � èíâîëþòèâíû. Äàâàëèñü ðàçíûå
ïðèìåðû èíâîëþòèâíûõ îïåðàöèé (âêëþ÷èòü
è âûêëþ÷èòü ñâåò íàæàòèåì íà êíîïêó). Ó÷à-
ùèõñÿ ïðîñèëè ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèâåñòè
ïðèìåðû èíâîëþòèâíûõ ôóíêöèé íàä ÷èñëà-
ìè. Áûñòðî ïîñëåäîâàë îòâåò: f (x) = �x, çà-
òåì f (x) = a � x, ïîçæå áûëî óêàçàíî
f (x) = a/x. Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàññìîò-
ðåíèÿ áûëà äàíà çàäà÷à íà êîìïîçèöèþ ôóí-
êöèé: ïóñòü f (x) = 1 � x, h (x) = 1/x. Îáîçíà-
÷èì g = f ⋅h. Äîêàçàòü: g ⋅ g ⋅ g = e èëè
g(g(g(x))) = x.

6. Øåñòîé óðîê. Öåëü óðîêà: çàêðåïèòü
ïîíÿòèå êîìïîçèöèè ôóíêöèé, ââåñòè è èñ-
ïîëüçîâàòü ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè. Ïî-
çíàêîìèòü ñ ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìîé êóð-
ñà ýñòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè: «Òåîðåìà î òðåõ
îêðóæíîñòÿõ».

Äîìà ó÷àùèåñÿ âûïîëíèëè âû÷èñëåíèÿ,
íóæíûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î òðîéíîì ïðè-
ìåíåíèè ôóíêöèè g. Ñòàâèòñÿ íîâàÿ çàäà-
÷à: ðàíåå (ñì. âûøå) g = f ⋅ h. Ïóñòü òå-
ïåðü q = h ⋅ f (ïðèìåíÿåì ôóíêöèè â äðó-
ãîì ïîðÿäêå). Äîêàçàòü, ÷òî q ⋅ q ⋅ q = e.
Ïðÿìîå ðåøåíèå çàäà÷è òðåáóåò âû÷èñëå-

Ðèñ. 2
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Òåîðåìà î òðåõ îêðóæíîñòÿõ. Äàíû òðè ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé îêðóæíîñòè À, Â, Ñ. Åñëè
ïàðà òî÷åê Õ, Y ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ ïà-
ðîé òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ Â è Ñ, òî îíà îáÿçàòåëüíî
ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ ïàðîé òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ À è Ñ.

Ñòåðåîäîêàçàòåëüñòâî: ïóñòü òî÷êà Õ  íå ëåæèò
íà îäíîé ñôåðå ñ îêðóæíîñòÿìè À, Â, Ñ. Ïðîâåäåì
òðè ñôåðû ÷åðåç Õ è îêðóæíîñòè À, Â, Ñ. Ëèíèè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñôåð ìåæäó ñîáîé � îêðóæíîñòè,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Õ è ïàðû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ À, Â,
Ñ. Ïî óñëîâèþ Õ è Y ëåæàò íà äâóõ òàêèõ îêðóæíîñ-
òÿõ, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå-
÷åíèÿ òðåõ ñôåð è ëåæàò è íà òðåòüåé îêðóæíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ñôåð. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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íèé. Ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå: ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâåäåíèå (q ⋅ q ⋅ q) ⋅ (g ⋅ g ⋅ g) =
= ((h ⋅ f) ⋅ (h ⋅ f) ⋅ (h ⋅ f)) ⋅ ((f ⋅ h) ⋅ (f ⋅ h) ⋅ (f ⋅ h)).
Ïî çàêîíó àññîöèàòèâíîñòè, ñêîáêè â âûðà-
æåíèè ìîæíî ðàñêðûâàòü è ñòàâèòü êàê
óãîäíî � ðåçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ. Ðàñêðîåì
ñêîáêè òî÷íî â ñåðåäèíå ýòîé äëèííîé êîì-
ïîçèöèè: òàê êàê f ⋅ f = e (e � èíâîëþòèâíà),
òî f ìîæíî èç ñåðåäèíû âûðàæåíèÿ âû÷åð-
êíóòü. Òîãäà â ñåðåäèíå âûðàæåíèÿ ïîÿâèò-
ñÿ h ⋅ h = e, h � òîæå ñîêðàùàåòñÿ. È òàê
ñîêðàòèòñÿ âñå âûðàæåíèå, çíà÷èò, ýòà äëèí-
íàÿ êîìïîçèöèÿ ðàâíà e: (q⋅ q⋅ q)⋅ (g⋅ g⋅ g) = e.
Áûëî äîêàçàíî ðàíåå, ÷òî g ⋅ g ⋅ g = e, ïîä-
ñòàâèì (q ⋅ q ⋅ q) ⋅ e = e, ñëåäîâàòåëüíî,
q ⋅ q ⋅ q = e, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà î òðåõ îêðóæíîñòÿõ  (ðèñ. 2) è
åå ñâÿçü ñ ñèììåòðèåé ïîäðîáíî èçëîæåíà â
flash-ïðîãðàììå lesson3, êîòîðàÿ è èñïîëü-
çîâàëàñü â õîäå çàíÿòèé.

Ýòè óðîêè ââîäÿò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è
ìåòîäû ýñòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ãåîìåòðè-
÷åñêèé ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèéñÿ â íèõ, ïîë-
íîñòüþ èçëîæåí íà ñàéòå (òåîðåìà î òðåõ
îêðóæíîñòÿõ òàì íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î

...ó÷åíèêè ñðàçó ñîçäàâàëè
èíòåðåñíûå èçîáðàæåíèÿ,
èç-çà êîòîðûõ çàíÿòèÿ
çàòÿãèâàëèñü...

øåñòè îêðóæíîñòÿõ) è âî flash-ïðîãðàììàõ:
Lesson1, Lesson2, Lesson3 (êðîìå çàäà÷è
Àïîëëîíèÿ è ñåðåäèííîé îêðóæíîñòè). Ïðèí-
öèïèàëåí ìåòîä, óêàçàííûé íà óðîêàõ 5 è 6:
ñòðîèòü èíâåðñèþ, íå ïðîâîäÿ ïðÿìûõ è íå
èçìåðÿÿ ðàññòîÿíèé, ïî äâóì ïàðàì ñèììåò-
ðè÷íûõ (èíâåðñíî ñîïðÿæåííûõ) òî÷åê.

Ñëåäóþùèå óðîêè, êàê ïðàâèëî, ñîñòîÿ-
ëè èç äâóõ ÷àñòåé. Â îäíîé ÷àñòè èçó÷àëèñü
êîìïîçèöèè ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ
è îêðóæíîñòåé (ïîñëåäíåå ñ ïîìîùüþ
DDU-ìàêðîñîâ, ó÷åíèêè ñðàçó ñîçäàâàëè èí-
òåðåñíûå èçîáðàæåíèÿ (ðèñ. 3, 4), èç-çà êî-
òîðûõ çàíÿòèÿ çàòÿãèâàëèñü). Áûëî äîêàçà-

 

 

â)

á)à)

Ðèñ. 3. Èçîáðàæåíèÿ, ñîçäàííûå ó÷åíèêàìè  9-ãî êëàññà:
à) «øàõìàòíàÿ äîñêà», á) òóðåöêèé ãëàç,  â) îêðóæíîñòè, èíâåðòèðóþùèåñÿ â ñåáÿ

(àâòîðû: Ïåòð Êóêóé, Ñòàíèñëàâ Ñû÷åâ)
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Ïèìåíîâ Ðåâîëüò Ðåâîëüòîâè÷,
ãåîìåòð,   ïðîãðàììèñò,
ðåäàêòîð èíòåðíåò-æóðíàëà
«Áîãåìíûé Ïåòåðáóðã».

Ðèñ. 4. Èçîáðàæåíèÿ, ñîçäàííûå ó÷åíèêàìè  9-ãî êëàññà:
  à, á) ñïèðàëè, â) 90 êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé

(àâòîðû: Àíòîí Åãîðîâ, Ñòàíèñëàâ Ñû÷åâ)

 

à)

â)

íî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ñèììåòðèé îòíîñèòåëü-
íî ÷åòûðåõ ïðÿìûõ ñâîäèòñÿ ê êîìïîçèöèè
ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî äâóõ ïðÿìûõ. Çà-
íÿòèÿ ïðîäîëæàþòñÿ, ÿ ïëàíèðóþ ÷àñòü òå-
îðåì î ñèììåòðèè ïðÿìûõ ïåðåíåñòè íà ñèì-
ìåòðèþ îêðóæíîñòåé è ðàññêàçàòü î ñâîé-
ñòâàõ òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îê-
ðóæíîñòåé è èõ ñâÿçè ñ ÷åòûðüìÿ âçàèìíî
êàñàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè. Â äðóãîé ÷à-
ñòè � äîêàçûâàëèñü òåîðåìû ãåîìåòðèè îê-
ðóæíîñòè. Áîëüøóþ ðîëü â ãåîìåòðèè îê-
ðóæíîñòè èãðàåò «òðåõîêðóæíèê» � ôèãóðà
èç òðåõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Îíà
àíàëîãè÷íà òðåóãîëüíèêó, ðîëü ñòîðîí òðåó-
ãîëüíèêà èãðàþò îêðóæíîñòè, à ðîëü âåðøèí

òðåóãîëüíèêà � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæ-
íîñòåé ìåæäó ñîáîé. Âåðíû òåîðåìû, àíà-
ëîãè÷íûå òåîðåìàì î ïåðåñå÷åíèè âûñîò è
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà. Â çàâèñèìîñòè îò
ðàñïîëîæåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ åãî îêðóæíî-
ñòåé, òðåõîêðóæíèê ìîäåëèðóåò ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî, Ðèìàíà è Åâêëèäà. Ïîäðîá-
íî îá óðîêàõ ðàññêàçàíî â ôàéëå LessonsText
íà ïðèëàãàþùåìñÿ äèñêå. Ãëàâíûé ìåòîäè-
÷åñêèé ïðèíöèï çàíÿòèé � ââîäèìîå íîâîå
ïîíÿòèå äîëæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü-
ñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì èëè ïîñòðîå-
íèÿ êðàñèâûõ îáðàçîâ, èñïîëüçîâàíèå ïîíÿ-
òèÿ ìîæåò äàæå ïðåäøåñòâîâàòü åãî òî÷-
íîé ôîðìóëèðîâêå.

á)


